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一类幂指函数求极限的新认识

邓松海，　杨瑞晗，　魏昊天，　郑洲顺
（中南大学 数学与统计学院，长沙 ４１００８３）

　　［摘　要］通过无穷小量的比较的三种不同的形式，从一个新的视角讨论了一种幂指函数求极限的不定

型，得出了简单有用的结论．根据两个变量趋于零的快慢，即等价无穷小量、同阶无穷小量、高阶无穷小量，来

分析极限的结果，当趋于零较慢时，可视为是有限数．并给出几个计算实例说明这个新方法．
［关键词］极限；幂指函数；不定型
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１　问题的发现与猜想

形如α（ｘ）β（ｘ）的函数，称为幂指函数，它既不是幂函数，也不是指数函数．关于幂指函数求极限的
问题，很多文章都有讨论，例如文献［２－３］．　本文从无穷小的阶的角度讨论了１∞ 的几种结果．

在一次课堂上讨论ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡ｎ＝１上的证明时，有学生给出如下的解答

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎ
１
ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２
１
ｎｌｏｇ２ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２
１

（ ）ｎ ｌｏｇ２ｎ ＝１∞ ＝１．

结果虽然是正确的，但是很明显该解法只考虑了ｌｉｍ
ｎ→∞
２
１
ｎ ＝１这个极限，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｌｏｇ２ｎ＝＋∞ 虽然是用极限

符号表示，但极限并不存在．这是个１∞ 型的不定型．这是一个同时变化的过程，割裂开来分析是不正确
的．这个无穷大量，或者说是“广义极限”，极限的法则有时又是符合的，如Ａ·∞＝∞ （Ａ≠０为实数）

，＋∞＋ ＋∞（ ）＝＋∞，－∞－ ＋∞（ ）＝－∞，
Ａ
∞ ＝

０，∞Ａ ＝ ∞
，∞×∞ ＝ ∞，等等．其中Ａ表示一

个变量的极限．这给学生们在学习中带来了些困惑，也让大家产生研究的兴趣．
我们知道，１的任何有限次幂是１，如果底数趋于１而指数有有限的极限，可以得到结果是１．这个

１∞ 表示的底数有极限１，而指数极限不存在，但为 ∞ ．在学习了无穷小量后，大家知道极限的问题，可
以转换为无穷小量来研究．我们把两个极限过程，看成是两个极限过程的“同步”的比较．这种比较，反映
了不同的无穷小趋于零的“快慢”．因而进一步地联想到了底数趋于１的“快慢”与指数趋于 ∞ 的“快
慢”．如果底数趋于１的速度比指数趋于无穷大的速度快，可以看作是１的有限次幂．

设ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ），其中ｌｉｍα（ｘ）＝１，ｌｉｍβ（ｘ）＝∞ ，则α（ｘ）－１与
１
β（ｘ）
便是这个极限过程中的两个

无穷小量．如果α（ｘ）－１是 １
β（ｘ）
的高阶无穷小，那么底数趋于１的速度比指数趋于无穷大的速度快，

这时趋于１是主要的，而指数因趋于无穷较慢，可视为有限，可大胆推测ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝１；如果α（ｘ）－１

是 １
β（ｘ）
的低阶无穷小，那么推测ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）可能是不存在的．此时，因为 １

β（ｘ）
是高阶无穷小，即β（ｘ）

→ ∞ 是占主要因素，视α（ｘ）为有限数，当α（ｘ）→１＋ 时，α（ｘ）＞１，于是 １（ ）＋ ＋∞ ＝＋∞ ；而α（ｘ）→１－



时，０＜α（ｘ）＜１，于是 １（ ）－ ＋∞ ＝０．另外，如果前者是后者的同阶无穷小，则ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）是一个常数．

２　主要结果

基于以上猜想，给出以下形式的定理：
定理１　已知ｌｉｍα（ｘ）＝１，ｌｉｍβ（ｘ）＝ ∞ ．这里的ｌｉｍ指ｌｉｍｘ→ｘ０

或ｌｉｍ
ｘ→∞

．　记ｅ∞ 表示ｅ＋∞ ＝＋∞ ，

ｅ－∞ ＝０，则有

（ｉ）若ｌｉｍα
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

＝ｋ ≠（ ）０ ，则ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝ｅｋ ；

（ｉｉ）若ｌｉｍα
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

＝０，则ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝１；

（ｉｉｉ）若ｌｉｍα
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

＝ ∞ ，则ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝ｅ∞ ．

证　由条件ｌｉｍα（ｘ）＝１及极限的局部保号性，则在求极限的无限过程中α（ｘ）＞０，于是

α（ｘ）β（ｘ）＝ｅβ（ｘ）ｌｎα（ｘ），
利用等价无穷小替换法则ｌｎ　１　＋（ ）ｘ ～ｘ　ｘ→（ ）０ ，则

β（ｘ）ｌｎα（ｘ）＝
ｌｎ　１＋α（ｘ）－（ ）１

１
β（ｘ）

～α
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

，

由自然指数函数的连续性，于是

ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝ｌｉｍｅ
α（ｘ）－１
１
β（ｘ） ＝ｅ

ｌｉｍα
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

，

分别根据不同的条件可得到上述不同的结论．
由以上讨论，上述结论可简记为：已知ｌｉｍα（ｘ）＝１，ｌｉｍβ（ｘ）＝ ∞ ．若

ｌｉｍα
（ｘ）－１
１
β（ｘ）

＝ｋ，　－∞ ≤ｋ≤＋∞，

则ｌｉｍα（ｘ）β（ｘ）＝ｅｋ．
注　实际应用时，写成乘积形式 α（ｘ）－（ ）１β（ｘ）更方便，当 α（ｘ）－（ ）１β（ｘ）→０就是α（ｘ）→１比

β（ｘ）→ ∞ 快；α（ｘ）－（ ）１β（ｘ）→ ∞ 就是α（ｘ）→１比β（ｘ）→ ∞ 慢．

３　计算实例

例１　求极限ｌｉｍ
ｘ→１＋
ｘ

２
（ｘ－１）ｐ ， ｐ＞（ ）０ ．

解　显然，这是１∞ 形式，当ｘ→１＋时，

（ｉ）当ｐ＞１时，由于ｘ－１是 ｘ－（ ）１　ｐ
２
的低阶无穷小，说明ｘ→１＋的速度比 ２

ｘ－（ ）１　ｐ
→＋∞ 的

速度慢，故结果为＋∞ ；

（ｉｉ）当ｐ＝１时，由于ｘ－１是 ｘ－（ ）１　ｐ
２
的同阶无穷小，因此结果为ｅ２ ；

（ｉｉｉ）当０＜ｐ＜１时，由于ｘ－１是 ｘ－（ ）１　ｐ
２
的高阶无穷小，因此结果为１．

例２　求极限ｌｉｍ
ｘ→＋∞

２
π
ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

ｘ

．

解　因为
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２
π
ａｒｃｔａｎｘ－（ ）１　ｘ＝ ２π ａｒｃｔａｎｘ－π（ ）２ ｘ＝－２πｘａｒｃｃｏｔ　ｘ→－２π，　ｘ→＋∞，

所以，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

２
π
ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

ｘ

＝ｅ
－２π
．

以上计算式中，ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘａｒｃｃｏｔ　ｘ的计算用到了换元ｔ＝ａｒｃｃｏｔ　ｘ，

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘａｒｃｃｏｔ　ｘ＝ｌｉｍ

ｔ→０＋
ｃｏｔｔ·ｔ＝ｌｉｍ

ｔ→０＋

ｔｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ ＝１．

例３　求极限ｌｉｍ
ｘ→∞

ａ
１
ｘ
１ ＋ａ

１
ｘ
２ ＋…＋ａ

１
ｘ（ ）ｎ
／［ ］ｎ　ｎｘ ，其中ａ１，…，ａｎ ＞０．

解　当ｘ→ ∞ 时，

ａ
１
ｘ
１ ＋ａ

１
ｘ
２ ＋…＋ａ

１
ｘ
ｎ

ｎ －（ ）１·ｎｘ＝ ａ
１
ｘ
１ －（ ）１　ｘ＋ ａ

１
ｘ
２ －（ ）１　ｘ＋…＋ ａ

１
ｘ
ｎ －（ ）１　ｘ→∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｎａｉ，

其中

ｌｉｍ
ｘ→∞

ａ
１
ｘｉ －（ ）１　ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→∞
ｅ
１
ｘｌｎａｉ　－（ ）１　ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘｌｎａｉ

·ｘ＝ｌｎａｉ，　ｉ＝１，２，…，ｎ

因此，原式＝ｅ
∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎａｉ ＝∏

ｎ

ｉ＝１
ａｉ．

以上习题，在［１］中被布置用洛必达法则来完成的，但是用洛必达法则需要复杂的求导数运算，比较
繁琐．　从本文的解答来看，用定理１来解，十分方便．
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