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1　引　言

我们知道 ,一条闭轨线 ,或者特别地 ,一个环Γ,应满足关系式Γ= K(Γ) = A (Γ) ,因此 ,它

是一条极限轨线 .一个环仅当它至少是一条异于Γ的轨线V的H(V)或 A (V)时 ,才称为极限

环 .

一个极限环可以是所有内轨线的极限 ,也可以是所有外侧轨线的极限 ;又可以同时是内外
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两侧轨线的极限 ,若不作精确的区分 ,统称为极限环 .如果一个极限环它是内外侧轨线的

K(V) [A , (V) ] ,则称之为稳定极限环 .

许多人研究 x
 + f (x )x + g ( x ) = 0及 x

 + f (x , x )x + g (x ) = 0等类型方程存在极限

环问题 ,本质上说都归结为应用环域定理来肯定极限环的存在性 ,但对不同的方程仍有不同的

技巧 .本文主要给出 x
 + f ( x ,x ) x + g ( x ) = 0型方程存在稳定极限环的一种证明方法 .

设方程 x
 + f (x , x ) x + g (x ) = 0中的 f (x ,v ) ,g (x )满足条件:

( 1) xg (x ) > 0,当|x|> 0时 ,定义 a( x ) =∫
x

0
g (x )d x ,假设 G(± ∞ ) = + ∞ ,

( 2) f ( 0, 0) < 0;

( 3)存在 x0 > 0,使当|x|≥ x0时 , f (x ,v )≥ 0.又存在 M> 0,使当|x|≤ x0时 ,有 f ( x ,

v ) > - M ,

( 4)存在 x1 > x 0使对 x的任一减少的正函数 v ( x )都有:

　　　　　　　∫
x
1

x
0

f (x ,v )dx ≥ 4Mx 0+ a, (a > 0) ,

则方程 x
 + f (x , x )x + g (x ) = 0存在稳定极限环 .

证明　研究与 x
 + f ( x ,x ) x + g ( x ) = 0等价的方程组:

　　　　　　　
dx /dt = v

dv /dt = - f (x ,v )v - g (x )

记λ( x ,v ) =
1
2
v

2+ G(x ) =
1
2
v

2+∫
x

0
g (x ) dx ,由条件 ( 1)xg ( x ) > 0,|x|> 0时知 ,λ( x ,

v ) = C (C> 0) ,表示一族包含原点的闭曲线 ,由条件 ( 2) f ( 0, 0) < 0知 ,在原点附近:
dλ
dt

= v
dv
dt

+ g (x ) dx
dt

= v [- f (x ,v )v - g ( x ) ]+ g ( x )v = - v
2
f (x ,v ) ≥ 0,故可取很小的 C1 > 0,使

在λ( x ,v ) = C1上处处有
dλ
dt

≥ 0.此闭曲线可取作环域的内侧轨线 (注:一切与λ(x ,v ) = C1相

交产生的轨线都从内部穿到外部 ) .

应用环域定理 ,下面找外侧轨线 .

因为:
x
 = v

v
 = - f (x ,v )v - g ( x )

的唯一奇点为 ( 0, 0) .从直线 x = x 0上一点 A0 ( x 0 ,a ) (a >

0)出发的轨线V,由条件 ( 3)知在 x = x0右方有:

　　　　　　　
dλ
dt

= - v
2
f ( x ,v ) ≤ 0,

但奇点唯一 ,故V必与 x轴相交 ,再由 x = x0交于 A3 .由于 a取得很大 ,不妨设V也与 x =

x 0交于两点 A1 , A2 ,当|x|≤ x0时 ,由条件 ( 2)知

　　　　　　　
dv
dx

= - f (x ,v ) -
g ( x )
v

≤ M +

max
|x|≤ x

0

|g (x )|

|v|
< M+ 1,

当|v|> max
|x|≤ x

0

|g (x )|.另一方面由前面已做出环域的内侧轨线以及 dv
dt

|v= 0 = - g (x ) ,可

知V在 A3以后必将与负 v轴相交 ,而进入左半平面 ,此后它或是在 x = - x 0的右方穿过负 x轴
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而进入第二象限 ,或是在 A4穿过 x = - x0 .但在 x = - x0左方又有
dλ
dt

≤ 0,故V后来仍与负 x

轴相交然后回头再交 x = - x0于 A5 .在上半平面同样证明得V将穿过正 v轴然后再与 x = x0

交于一点 A0 .

下面证明只要 a < 0取得足够大 ,就可使 A0位于 A0的下方 .这时V上从 A0到 A6的弧段

以及直线段 A0A6就构成了外侧轨线 .

先证对任一已给正数 N ,总可取的 A0纵坐标 a > N足够大 ,使得弧 A0A1… A6能与 x = x1

相交 ,并且它们位于带域 - x 0≤ x≤ x1内的部分都在直线 v = N的上方或在 v = N的下方 .

事实上 ,若V自 A0以后不与 x = x 1相交 ,则可改取从 A′1 (x 1 ,a′) (a′> a)出发的轨线V′

代替V0 .当 t增加时仍与V一样绕原点转 ,如 果V′当 t减少时能与 x = x 1相交最好 .

否则V′负半轨必在 x = x0右方趋向无限远 (因为
dx
dt

> 0,
dv
dt

< 0)这时可算作 A′0 = ∞ ,

而 A′6必在 A′0的下方 ,定理已证得 .仿此 ,例如 ,若 A3位于 v = - N 的上方 ,那么就可取

A″3 ( x0 , - N - 1)出发的轨线V″代替V等等 .

以 vi记 Ai的纵坐标 ,现在来估计 v6 ,利用条件 ( 4)可得:

　　　　　 v1 - v0 = -∫
x
1

x
0

f ( x ,v )d x -∫
x
1

x
0

g ( x )
v

d x

< -∫
x
1

x
0

f (x ,v )dx

≤- 4Mx0 - a ( 1. 1)

沿 A1A2 ,λ( x ,v )随 t增加而减少 , G(x )在 A1 , A2有相同的数值 ,故知:

　　　　　　　|v2|≤ 0 ( 1. 2)

沿 A2A3 ,λ( x ,v )随 t增加而减少 ,故:

　　　　　
1
2
v

2
3 + G(x 0 ) ≤

1
2
v

2
2+ G( x1 )v2

3 - v
2
2≤ 2[G(x 1 ) - G( x0 ) ]

　　　　　|v3|- |v2|≤
2 [G(x 1 ) - G( x 0 ) ]

|v3|+ |v2| <
G( x1 ) - G(x 0 )

N
( 1. 3)

注: ∵　　 v3 ,v 2 < 0, (v3+ v2 ) (v3 - v 2 ) ≤ 2 [G(x 1 ) - G(x 0 ) ]

　　　　|v3|- |v 2|≤ |v3 - v2|≤
2[G( x 1 ) - G( x0 ) ]

|v3|+ |v 2|

=
2 [G( (x 1 ) - G(x 0 ) ]

|v3|+ |v2|
<

G(x 1 ) - G( x 0 )

N

对于弧 A3A4有:

　　　　　 v4 - v3 = -∫
- x

0

x
0

f ( x ,v )d x -∫
- x

0

x
0

g ( x )
v

d x

=∫
- x

0

x
0

f ( x ,v ) dx +∫
0

- x
0

g ( x )
v

d x

由条件 ( 3)
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　　　　　|v4|- |v3|≤ |v4 - v3|

≤∫
x
0

- x
0

|f (x ,v )|dx + ∫
x
0

0

g (x )
v

dx∫
- x

0

0

- g (x )
v

dx

< 2Mx 0 + 1
N
G(x 0 ) + 1

N
G( - x0 ) ( 1. 4)

沿 A4A5有
dλ
dt

≤ 0,故 v5 - |v4|≤ 0 ( 1. 5)

对于A5 A6有

　　　　　 v0 - v5 = -∫
x
0

- x
0

f ( x ,v )d x -∫
x
0

- x
0

g ( x )
v

d x

= -∫
x
0

- x
0

f (x ,v )dx∫
0

- x
0

g ( x )
v

dx -∫
x
0

0

g (x )
v

dx

< 2Mx 0 +
1
N
G( - x 0 ) -

1
N
G( x0 ) ( 1. 6)

把 ( 1. 1)到 ( 1. 6)式相加 ,可得:

　　　　　　　 v6 - v0 < - a +
G(x 1 ) - G(x 0 ) + aG( - x 0 )

N
.

只要取 N >
1
a

[G( x1 ) - G(x 0 ) + aG( - x0 ) ],就有 v6 + v 0 < 0.

这样的外侧轨线已找到 ,由庞卡莱环域定理知系统

　　　　　　　 x
 + f (x , x )x + g (x ) = 0

存在稳定极限环 .
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